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¿Dudas?

Considérese una ecuación de la forma donde g es una función del
cociente y/x.

Para que en esta ecuación sea posible separar las variables es necesario definir la siguiente
transformación de variables:

o en forma equivalente

Lo que permite cambiar la variable dependiente “y” por “v”, pero manteniendo como
variable independiente a “x”. Si se deriva esta última ecuación con respecto a “x” se
obtiene:

Comparando este resultado con la ecuación original, se observa que ambas ecuaciones
representan a dy/dx e igualándolas se obtiene:

La cual puede resolverse mediante separación de variables de la siguiente forma:

Finalmente se reexpresa la solución en términos de la variable dependiente inicial (y).









x
yg

dx
dy

x
yv 

vxy 

EJERCICIOS

dx
dvxv

dx
dy



)(vg
dx
dvxv 








vvg

dv
x
dx

)(

COEFICIENTES HOMOGÉNEOS



ÍNDICE

1. Coeficientes 
Homogéneos

2. Exactas

3. Lineales de
primer orden

4. Transformada
Laplace

5. Variables
Separadas

6. Variación de
Parámetros

¿Dudas?

COEFICIENTES HOMOGÉNEOS

ADELANTEATRÁS

EJEMPLO:

Determinar la solución general de 

SOLUCIÓN (Opción 1).

Verificando que los coeficientes de las diferenciales
sean funciones homogéneas:

Ya que son homogéneas y del mismo grado (2) 
cualquiera de las sustituciones y=vx ó x=vy son 
posibles.

Considerando que y=vx y dy=vdx+xdv ...
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SOLUCIÓN (Opción 2).

Verificando que los coeficientes de las diferenciales 
sean funciones homogéneas:

Ya que son homogéneas y del mismo grado (2) 
cualquiera de las sustituciones y=vx ó x=vy son 
posibles.

Considerando que x=vy  y dx=vdy+ydv ...

ADELANTEATRÁS
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Separando variables...

Para resolver la integral del miembro
derecho se aplica una descomposición
en fracciones; esto es

Ahora, para que el miembro izquierdo
sea efectivamente igual al miembro
derecho, se establecen las siguientes
condiciones:
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Resolviendo este sistema de ecuaciones lineales 
se obtiene que:

Por lo que

De manera que lo que se integrará  ahora es: 

O bien,
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Determinar la solución general de 

SOLUCIÓN.

Verificando que los coeficientes de las diferenciales 
sean funciones homogéneas:

Ya que son homogéneas y del mismo grado (1) 
cualquiera de las sustituciones y=vx ó x=vy son 
posibles.

Considerando que y=vx  y dy=vdx+xdv ...

ADELANTEATRÁS

Resolviendo...
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Determinar la solución general de 

SOLUCIÓN.

Verificando que los coeficientes de las diferenciales 
sean funciones homogéneas:

Ya que son homogéneas y del mismo grado (1) 
cualquiera de las sustituciones y=vx ó x=vy son 
posibles.

Considerando que y=vx  y dy=vdx+xdv ...
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Separando variables...

Resolviendo...

  
  
  0csc

0csc

0csc

2

2

2







dvxdxvx

dvxdxxvvxvx

dvxxvdxdxvxvx

 

 

 








v
dv

x
dx

v
dvdx

x
x

dvxdxvx

csc

csc

csc

2

2

 

   
     
     

 


































x
y

C
x

v
C
x

vCx
Cvx

Cvx

dvv
x
dx

cosln

es generalsolución  La

cosln

coslnln
lncosln

cosln

sen

2

2

2

5/10



ÍNDICE

1. Coeficientes 
Homogéneos

2. Exactas

3. Lineales de
primer orden

4. Transformada
Laplace

5. Variables
Separadas

6. Variación de
Parámetros

¿Dudas?

COEFICIENTES HOMOGÉNEOS

ADELANTEATRÁS

Separando variables...

Resolviendo...
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Determinar la solución general de 

SOLUCIÓN (Opción 1).

Verificando que los coeficientes de las
diferenciales sean funciones homogéneas:

Ya que son homogéneas y del mismo grado
(2) cualquiera de las sustituciones y=vx ó x=vy
son posibles.

Considerando que y=vx  y dy=vdx+xdv ...
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Para resolver la integral del miembro
derecho se aplica una descomposición
en fracciones; esto es
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Ahora, para que el miembro izquierdo sea
efectivamente igual al miembro derecho,
se establecen las siguientes condiciones:

Resolviendo este sistema de ecuaciones 
lineales se obtiene que:

Por lo que

De manera que lo que se integrará  ahora 
es: 

O bien,
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SOLUCIÓN (Opción 2).

Verificando que los coeficientes de las 
diferenciales sean funciones homogéneas:

Ya que son homogéneas y del mismo 
grado (2) cualquiera de las sustituciones 
y=vx ó x=vy son posibles.

Considerando que x=vy  y dx=vdy+ydv ...
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Considérese una ecuación diferencial de primer orden con la siguiente forma

la cual también puede expresarse como

Si el miembro izquierdo de esta ecuación representa a la diferencial total de una
función U(x,y), entonces se tiene que

Comparando las dos últimas ecuaciones se obtiene

Y de la teoría del cálculo diferencial de campos escalares surge que, para este tipo
de situaciones, se debe cumplir la siguiente condición:
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que en forma equivalente sería:

La cual representa la condición para determinar si una ecuación diferencial es 
exacta.

Por lo tanto, si una ecuación diferencial es exacta, entonces por definición existe
una función U(x,y) tal que

entonces la solución de la ecuación se obtiene mediante

que finalmente resulta

dUdyyxGdxyxF  ),(),(
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EJEMPLO:

Determinar la solución general de 

SOLUCIÓN (Opción 1).

Si...

y...

...entonces la ecuación es exacta y cumple 
con:

Sustituyendo...
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Sustituyendo el valor de B(y) en la 
función solución U(x,y) se obtiene: 

Finalmente, considerando que

La solución general queda:
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SOLUCIÓN (Opción 2).

Considerando ahora que
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Se tiene que: 

Simplificando

Sustituyendo el valor de B(x) en la función 
solución U(x,y) se obtiene: 

Finalmente, considerando que

La solución general queda:
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Determinar la solución general de
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Sustituyendo el valor de B(y) en la 
función solución U(x,y) se obtiene: 

Finalmente, considerando que

La solución general queda :
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Sustituyendo...

Considerando ahora que
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SOLUCIÓN (Opción 2).

Considerando ahora que

Sustituyendo...
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Se tiene que: 

Simplificando

Sustituyendo el valor de B(x) en la 
función solución U(x,y) se obtiene: 

Finalmente, considerando que

La solución general queda :

  xyxxByx
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EJERCICIO 2:

Determinar la solución general de 

SOLUCIÓN.

Si...

y...

...entonces la ecuación es exacta y 
cumple con:

Sustituyendo...

    01sen2coscos2sen 2   drrdrr
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Considerando ahora que

se tiene:
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Sustituyendo el valor de B() en la función solución 
U(r,) se obtiene: 

Finalmente, considerando que

La solución general queda :

ATRÁS
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4. Transformada
Laplace

5. Variables
Separadas
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¿Dudas? ATRÁS

EJERCICIO 3:

Determinar la solución general de 

SOLUCIÓN.

Si...

y...

...entonces la ecuación es exacta y cumple 
con:

Sustituyendo...

    0sectg2 22  dyyxxdxyxy

    yxxyxGyxyyxF 22 sec,y         tg2, 

yx
x
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Considerando ahora que

se tiene:

Sustituyendo el valor de B(y) en la 
función solución U(x,y) se obtiene: 

Finalmente, considerando que

La solución general queda:

 yxG
y
U ,
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¿Dudas?

Una ecuación que es lineal y de primer orden en la variable dependiente “y”, puede 
expresarse como:

Al dividir cada miembro de la ecuación entre A(x) se obtiene:

La última ecuación representa la forma tipo de una ecuación lineal de primer orden.
Buscando resolver este tipo de ecuaciones, se pretende aplicar un factor a todos los
términos de manera que esta modificación permita obtener una solución como si fuera
una ecuación exacta.

Si v(x) representa dicho factor, entonces al aplicarlo a la ecuación se tiene:

Comparando con la estructura tipo de una ecuación diferencial exacta, es decir

se puede plantear que

Y recordando que para que una ecuación sea exacta debe cumplirse la condición

     dxxCydxxBdyxA 
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xCydx

xA
xBdy 
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Laplace

5. Variables
Separadas
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¿Dudas?

Al aplicar dicha condición a los coeficientes, ya modificados por el factor v(x), de 
la ecuación lineal:

Igualando ambos resultados...

Separando variables...

Integrando en ambos miembros...

Por lo tanto, la ecuación que determina el factor para transformar la ecuación
lineal en exacta es:

EJERCICIOS
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EJEMPLO:

Determinar la solución general de 

SOLUCIÓN.

Llevando la ecuación a la forma tipo de 
una ecuación lineal...

Calculando el factor v(x)...
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Aplicando este factor a la ecuación 
lineal llevada a la forma tipo...

La ecuación debe cumplir con:

Sustituyendo...
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Considerando ahora que 

se tiene:

Sustituyendo el valor de B(y) en la función 
solución U(x,y) se obtiene:

Finalmente, considerando que

La solución general está dada por:

 CdUdU  y            0

 yxG
y
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y
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42 2xyxU 
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EJEMPLO:

Determinar la solución general de 

SOLUCIÓN.

Llevando la ecuación a la forma tipo 
de una ecuación lineal...
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5. Variables
Separadas
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¿Dudas?

Calculando el factor v(y)...

Aplicando este factor a la ecuación lineal 
llevada a la forma tipo...

La ecuación debe cumplir con:
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Sustituyendo...

Considerando ahora que

se tiene:

Simplificando...

Sustituyendo el valor de B(y) en la función 
solución U(x,y) se obtiene:
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Ejemplo:

Determinar la solución general de

SOLUCIÓN.

Realizando un cambio de variable...

Sustituyendo:

Considerando como variable dependiente 
a “u”

Llevando la ecuación a la forma tipo de 
una ecuación lineal...
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Calculando el factor v(x)...

Aplicando este factor a la ecuación 
lineal llevada a la forma tipo...

La ecuación debe cumplir con:
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Sustituyendo...

Considerando ahora que

se tiene:

Simplificando...

Sustituyendo el valor de B(x) en la 
función solución 

U(x,y) se obtiene:
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Como u= sen y

Se realiza el cambio de 
variable:

La solución general está dada 
por:
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La transformada de Laplace de una función f(t) con t>0 se representa por L[ f(t)] 
se define como:

siempre y cuando la integral exista y donde el parámetro puede ser un número 
real complejo.

La transformada inversa de Laplace de f(s) es una función f(t)tal que L[f(t)]=f(s).

Para denotar la transformada inversa de Laplace se emplea el símbolo 
L-1.

Las condiciones suficientes para la existencia de la transformada de 
Laplace son que la función f(t) sea: Continua a intervalos y de orden 
exponencial.

Es necesario recordar que para una integral impropia de este tipo se 
tiene que:

Siempre y cuando el límite exista.

      dttfesftf st
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TRANSFORMADA DE LAPLACE
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EJEMPLO:

Determinar la transformada de Laplace 

SOLUCIÓN.

Resolviendo la integral...

s=constante

Calculando el límite de la integral...
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EJEMPLO:

Determinar la transformada de Laplace 

Resolviendo la integral...

Evaluando...

Calculando el límite de la integral...
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EJEMPLO:

Determinar la transformada de Laplace

a = constante

Resolviendo la integral...
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Evaluando la integral...

Calculando el límite...
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PROPIEDAD DE LINEALIDAD

La transformada de Laplace es una operación lineal; esto quiere decir que para las funciones 
f(t) y g(t) cuyas transformadas de Laplace existen, se tiene:

Por lo tanto, la transformada de Laplace es un operador integral que lleva a cabo una 
transformación lineal.

Condiciones Suficientes para la existencia de la transformada de Laplace.

Las condiciones suficientes son que la función sea:

a)Continua a Intervalos.- Si la función está definida sobre un intervalo [a,b] y es tal que 
el intervalo puede subdividirse en un número grande pero finito de intervalos en 
cada uno de los cuales la funciones continua y tiene límite finito cuando la 
variable independiente tiende hacia cualquiera de los puntos extremos del 
intervalo de subdivisión, desde el interior.

b)De orden exponencial.- Que |f(t)| no crezca “demasiado rápido” conforme t 
tiende a infinito.

Transformada de Laplace de Integrales

Sí 
además considerando que g(0)=0

          
     tfatafb

tgtftgtf
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Transformadas de Laplace de derivadas

Resolviendo la integral...

Utilizando la definición de Laplace...

Calculando el límite...

La solución es :
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EJEMPLO:

Obtener la transformada de Laplace 
de Sen(at) aplicando el concepto 
de transformada de derivadas

En la tabla se busca el resultado de 
la transformada de la función 
f(t)=Cos at
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¿Dudas?

TEOREMA DE TRANSLACIÓN

entonces

En palabras, se obtiene la transformada de Laplace de eat f(t)sustituyendo s por s-a en la 
transformada de Laplace de F(t).

Transformación de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes

1. Transformar las ecuaciones diferenciales en ecuaciones algebraicas.

2. Resolver estas ecuaciones para las incógnitas algebraicas.

3. Determinar la transformada inversa de los resultados del paso anterior y así obtener la 
solución de la ecuación diferencial original.

Consideremos que Y=f(t)=f(s) se obtiene:
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EJEMPLO:

Determinar la solución general de:

Aplicando la transformada a cada término 
de la ecuación y aplicando la propiedad de 
linealidad...

Sustituyendo el valor de la 2da, 1era y la 
función f(t)

Sustituyendo las condiciones iniciales...

Factorizando...
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Buscando en la tabla de transformadas, 
en este caso no hay ningún f(s) por lo 
tanto voy a factorizar al denominador...

Factorizando a “s”...

Resolviendo el siguiente sistemas de 
ecuaciones:

Sustituyendo los valores de A y B

Utilizando la propiedad de linealidad
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Buscando en la tabla de la transformada de 
Laplace el valor de f(s)

Sustituyendo el valor de f(t)...

Sustituyendo el valor de a...

La solución general está dada por:
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Considerando que la forma típica de una ecuación diferencial de primer orden es

puede suceder que la función f(x,y) sea tal que las variables puedan separarse de
modo que la ecuación pueda expresarse como

y así obtener la solución general de la ecuación mediante

Siendo C una constante arbitraria.
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EJEMPLO:

Determinar la solución general de 

SOLUCIÓN.
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EJERCICIO 1:

Determinar la solución general de 

SOLUCIÓN (Opción 1).
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SOLUCIÓN (Opción 2).
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Determinar la solución general de 

SOLUCIÓN.
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EJERCICIO 3:

Determinar la solución general de

SOLUCIÓN.
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Determinar la solución general de 

SOLUCIÓN.
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EJERCICIO 5:

Determinar la solución general de

SOLUCIÓN.
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Determinar la solución particular de 

SOLUCIÓN.
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Para determinar la solución particular se
procede de la siguiente forma:

Sin embargo, debido a que el logaritmo
natural de un número negativo no está
definido, es necesario modificar la forma de
la solución general, por lo que, regresando
al punto de integración...
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Por lo cual, la solución particular se puede expresar 
como:
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Este método se aplica a ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes para 
obtener una solución general. Lo único que se requiere de la ecuación diferencial

es que R(x) tenga un comportamiento adecuado para que las integrales con respecto a él 
existan.

El primer paso consiste en obtener las raíces de la ecuación auxiliar f(m)=0 y escribir la 
solución complementaria. Por ejemplo, si la ecuación diferencial es de orden n 2, la solución 
complementaria viene dada por:

Donde:

C1 y C2 :Son constantes arbitrarias y,

φ1 y φ2 :Son funciones conocidas

En el método de variación de parámetros se remplazan las constantes C y C por funciones 
desconocidas de x, digamos A y B, es decir:

Dado que A y B son variables dependientes de x, por eso se le da el nombre al método de 
variación de parámetros. Ahora se deriva la última ecuación obteniendose:

1.)()( EcxRyDf 

   xCxCYc 2211  

        2.21 EcxxBxxAY  
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De la ecuación anterior se impone la condición:

Derivando nuevamente la ecuación que queda se tiene:

Finalmente se utiliza las ecuaciones 2, 3 y 5 con la ecuación original 1 para eliminar la 
variable “Y” para poder obtener una ecuación para A´y B´, de lo cual es posible obtener 
A y B por medio de integración, con lo que se obtiene la solución particular que sumada 
con la solución complementaria nos da la solución general.

4.0)()´()()´( 21 EcxxBxxA  

5.)(")()´()´()(")()´()´(" 2211 EcxxBxxBxxAxxAY  
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EJEMPLO:

Determinar la solución general de

Obtener la solución complementaria

Raíces complejas diferentes

Entonces la primera derivada queda:
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Sustituyendo las derivadas en la 
ecuación original.

Despejando a A´(x):

Sustituyendo en ecuación 2:

Factorizando a B´(x)...

Sustituyendo el valor de B´(x) en 
A´(x)...

    2.tg´´ EcxSecxCosxxBSenxxA 

   
Cosx

SenxxBxA ´´ 

    xSecxCosxxB
Cosx

xSenxB tg´´
2



 
xxB

xxSecxxB
tg)´(

costg´



 

 
xCos
xSenxA

Cosx
xSenxxA

2

2
´

tg´







ATRÁS ADELANTE

1/2VARIACIÓN DE PARÁMETROS



ÍNDICE

1. Coeficientes 
Homogéneos

2. Exactas

3. Lineales de
primer orden

4. Transformada
Laplace

5. Variables
Separadas

6. Variación de
Parámetros

¿Dudas?

Integrando a A´(x) y B´(x)

Sustituyendo el valor de A(x) y B(x) en la solución 
particular Yp...

La solución general está dad por:
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